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Le langage impératif
Dans cette sections, nous utiliserons nos trois sémantiques pour raisonner au sujet de programmes

impératifs. Pour simplifier le raisonnement, les expressions numériques représentent dorénavant

des nembres entiers au lieu des nombres naturels.

Vous n’avez pas besoin de démontrer les faits mathématiques que vous utilisez comme prémisses

⊢ 𝑃 ⊃ 𝑃 ′
ou ⊢ 𝑄 ′ ⊃ 𝑄 , par exemple, ⊢ (𝑥 + 1 > 2) ⊃ (𝑥 > 1), dans les règles (H-str) et (H-wea)

(mais vous devez quand-même donner ces prémisses si vous utilisez ces règles !).

Tâche 1. Lesquelles des paires de commandes suivantes sont des équivalences pour toutes commandes
Σ ⊢ 𝑐1 comm, Σ ⊢ 𝑐2 comm et Σ ⊢ 𝑐3 comm et expressions Σ | · ⊢ 𝑒 : bool ? Si une paire est équivalente,
démontrez-le. Si elle ne l’est pas, donnez un contre-exemple (un choix de 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 et 𝑒 et une justification
de la non-équivalence). Vous pouvez utiliser n’importe laquelle des trois notions d’équivalence données
en annexe.

(1) 𝑐1; (𝑐2; 𝑐3) et (𝑐1; 𝑐2); 𝑐3
(2) if 𝑒 then (𝑐1; 𝑐3) else (𝑐2; 𝑐3) et (if 𝑒 then 𝑐1 else 𝑐2); 𝑐3
(3) 𝑐1; (if 𝑒 then 𝑐2 else 𝑐3) et if 𝑒 then (𝑐1; 𝑐2) else (𝑐1; 𝑐3)
(4) 𝑐 ; diverge et diverge

Tâche 2. Pour toute expression Σ | · ⊢ 𝑒 : bool et commande Σ ⊢ 𝑐 comm, soit les commandes
suivantes pour 𝑛 ∈ N :

𝑤0 = diverge
𝑤𝑛+1 = if 𝑒 then 𝑐 ; 𝑤𝑛 else skip

Démontrez que pour tout 𝑛 ∈ N, grapheJΣ ⊢ 𝑤𝑛 commK ⊆ grapheJΣ ⊢ 𝑤𝑛+1 commK. 1

Tâche 3. Lesquels des triples de Hoare {𝑃} 𝑐 {𝑄} suivants sont démontrables ? Si un triple est
démontrable, donnez une dérivation de Σ ⊩ {𝑃} 𝑐 {𝑄}. S’il n’est pas démontrable, démontrez qu’il est
faux (donnez une paire d’états 𝜎 et 𝜎 ′ où 𝜎 satisfait la précondition 𝑃 et où JΣ ⊢ 𝑐 commK𝜎 = 𝜎 ′ est
défini, mais où 𝜎 ′ ne satisfait pas la postcondition 𝑄).

(1) ⊩ {true} skip {false}
(2) ⊩ {false} diverge {true}
(3) 𝑎 ⊩ {𝑎 ≠ 0} 𝑎 ≔ 𝑎 × 𝑎 {𝑎 > 0}
(4) 𝑎 ⊩ {𝑎 > 0} 𝑎 ≔ 𝑎 × 𝑎; 𝑎 ≔ 𝑎 × 𝑎 {𝑎 < 0}

Tâche 4 (Défi, pas évalué cette semaine). On aimerait spécifier, implémenter et vérifier une
commande 𝑐 qui affecte le minimum des valeurs des affectables 𝑎 et 𝑏 à l’affectable 𝑀 .

(1) Donnez une précondition 𝑃 et une postcondition𝑄 qui assurent le comportement désiré. Veuillez
utiliser le langage de formules donné dans l’section A.4. La précondition 𝑃 devrait être aussi
faible que possible, tandis que la postcondition 𝑄 devrait être aussi forte que possible. Vous
pouvez utiliser l’abbréviation 𝑒 ≤ 𝑒′ pour (𝑒 = 𝑒′ ∨ 𝑒 < 𝑒′) dans vos formules logiques. Vous ne
pouvez pas supposer l’existence d’un opérateur min(𝑚,𝑛) qui donne directement le minimum
de𝑚 et 𝑛.

1. Si 𝑓 : 𝐴 → 𝐵, alors graphe(𝑓 ) = { (𝑎,𝑏 ) ∈ 𝐴 × 𝐵 | 𝑓 (𝑎) = 𝑏 }.
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(2) Donnez une commande 𝑐 avec le comportement désiré. En particulier, pour tous états 𝜎 tels que
𝜎 (𝑎) =𝑚 et 𝜎 (𝑏) = 𝑛, il faut que J𝑐K𝜎 soit défini et que 𝜎 ′ (𝑀) =min(𝑚,𝑛) où 𝜎 ′ = J𝑐K𝜎 .

(3) Vérifiez que votre commande 𝑐 satisfait votre spécification en donnant une dérivation Σ ⊩
{𝑃} 𝑐 {𝑄}.
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A Le langage impératif
Soient les métavariables 𝑛 ∈ Z = { . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . } pour les nombres entiers, 𝑎, 𝑏, 𝑐, . . . ∈ A

pour les noms d’affectables, et 𝑥,𝑦, 𝑧, . . . ∈ V pour les noms de variables. Les arbres de syntaxe

abstraite pour notre langage impératif sont donnés par les grammaires suivantes (colonne de

gauche), où les arbres 𝑒 sont des expressions et les arbres 𝑐 sont des commandes.

𝑒 F 𝑥 𝑥

| get[𝑎] 𝑎

| num[𝑛] 𝑛

| true true
| false false
| plus(𝑒1; 𝑒2) 𝑒1 + 𝑒2

| lt(𝑒1; 𝑒2) 𝑒1 < 𝑒2

| if (𝑒1; 𝑒2; 𝑒3) if 𝑒1 then 𝑒2 else 𝑒3
| let(𝑒1; 𝑥 .𝑒2) let 𝑥 = 𝑒1 in 𝑒2

𝑐 F skip skip
| set[𝑎] (𝑒) 𝑎 ≔ 𝑒

| seq(𝑐1; 𝑐2) 𝑐1; 𝑐2

| cif (𝑒 ; 𝑐1; 𝑐2) if 𝑒 then 𝑐1 else 𝑐2
| while(𝑒 ; 𝑐) while 𝑒 do 𝑐
| diverge diverge

Les contextes de commandes 𝐶 [] sont générés par la grammaire suivante :

𝐶 [] F [] | seq(𝐶 []; 𝑐) | seq(𝑐; 𝐶 []) | cif (𝑒 ; 𝐶 []; 𝑐) | cif (𝑒 ; 𝑐; 𝐶 []) | while(𝑒; 𝐶 [])

A.1 Système de typage
Les types 𝜏 sont générés par la grammaire suivante :

𝜏 F int | bool

Les contextes Γ qui donnent les types des variables sont générés par la grammaire suivante, où ·
est le contexte vide et 𝑥 : 𝜏 signifie que la variable 𝑥 a le type 𝜏 :

Γ F · | Γ, 𝑥 : 𝜏

On utilise un contexte Σ pour énumérer les noms d’assignables qui sont alloués :

Σ F · | Σ, 𝑎

Le jugement Σ | Γ ⊢ 𝑒 : 𝜏 veut dire que l’expression 𝑒 a le type 𝜏 lorsqu’il y a les affectables Σ et

lorsque les variables sont typées selont Γ. Ce jugement est bien formé seulement si chaque nom

d’affectable apparaît au plus une fois dans Σ et seulement si chaque variable apparaît au plus une

fois dans Γ. Le jugement Σ ⊢ 𝑐 comm signifie que 𝑐 est une commande bien formée lorsqu’il y a les

affectables Σ.
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Σ | Γ ⊢ 𝑒 : 𝜏 L’expression 𝑒 a le type 𝜏 avec les affectables Σ et les variables typées par Γ

(𝑥 : 𝜏) ∈ Γ

Σ | Γ ⊢ 𝑥 : 𝜏
(oft/var)

𝑎 ∈ Σ
Σ | Γ ⊢ get[𝑎] : int (oft/asn)

Σ | Γ ⊢ num[𝑛] : int (oft/num)

Σ | Γ ⊢ true : bool (oft/true)

Σ | Γ ⊢ false : bool (oft/false)

Σ | Γ ⊢ 𝑒1 : int Σ | Γ ⊢ 𝑒2 : int
Σ | Γ ⊢ plus(𝑒1; 𝑒2) : int

(oft/plus)

Σ | Γ ⊢ 𝑒1 : int Σ | Γ ⊢ 𝑒2 : int
Σ | Γ ⊢ lt(𝑒1; 𝑒2) : bool

(oft/lt)

Σ | Γ ⊢ 𝑒1 : bool Σ | Γ ⊢ 𝑒2 : 𝜏 Σ | Γ ⊢ 𝑒3 : 𝜏
Σ | Γ ⊢ if (𝑒1; 𝑒2; 𝑒3) : 𝜏

(oft/if)

Σ | Γ ⊢ 𝑒1 : 𝜏1 Σ | Γ, 𝑥 : 𝜏1 ⊢ 𝑒2 : 𝜏2
Σ | Γ ⊢ let(𝑒1; 𝑥 .𝑒2) : 𝜏2

(oft/let)

Σ ⊢ 𝑐 comm La commande 𝑐 est bien formée sous les affectables Σ

Σ ⊢ skip comm
(C-skip)

𝑎 ∈ Σ Σ | · ⊢ 𝑒 : int
Σ ⊢ set[𝑎] (𝑒) comm

(C-aff)

Σ ⊢ 𝑐1 comm Σ ⊢ 𝑐2 comm
Σ ⊢ seq(𝑐1; 𝑐2) comm

(C-seq)

Σ | · ⊢ 𝑒 : bool Σ ⊢ 𝑐1 comm Σ ⊢ 𝑐2 comm
Σ ⊢ cif (𝑒; 𝑐1; 𝑐2) comm

(C-if)

Σ ⊢ diverge comm
(C-diverge)

Σ | · ⊢ 𝑒 : bool Σ ⊢ 𝑐 comm
Σ ⊢ while(𝑒; 𝑐) comm

(C-while)

A.2 Sémantique à petites étapes
Soit l’ensemble S de fonctions partielles finies A ⇀fin Z. Nous appelons ses éléments des états

et nous utilisons la métavariable 𝜎 ∈ S pour ses éléments. La sémantique à petites étapes pour

le langage impératif est donnée par les quatre jugements suivants, tous définis par induction. En

premier, on doit réduire les expressions dans la présence d’un état :

𝑒 val L’expression 𝑒 est une valeur (peut importe l’état)

num[𝑛] val (val/num)

true val
(val/true)

false val
(val/false)
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𝜎 |= 𝑒 ↦→ 𝑒′ L’expression 𝑒 se réduit à 𝑒′ en une étape sous l’état 𝜎

𝜎 (𝑎) = 𝑛

𝜎 |= get[𝑎] ↦→ num[𝑛] (sos/asn)

𝜎 |= plus(num[𝑚]; num[𝑛]) ↦→ num[𝑚 + 𝑛] (sos/plus)

𝜎 |= 𝑒1 ↦→ 𝑒′
1

𝜎 |= plus(𝑒1; 𝑒2) ↦→ plus(𝑒′
1
; 𝑒2)

(sos/plus-1)

𝑒1 val 𝜎 |= 𝑒2 ↦→ 𝑒′
2

𝜎 |= plus(𝑒1; 𝑒2) ↦→ plus(𝑒1; 𝑒′2)
(sos/plus-2)

𝑚 < 𝑛

𝜎 |= lt(num[𝑚]; num[𝑛]) ↦→ true
(sos/lt-true)

¬(𝑚 < 𝑛)
𝜎 |= lt(num[𝑚]; num[𝑛]) ↦→ false

(sos/lt-false)

𝜎 |= 𝑒1 ↦→ 𝑒′
1

𝜎 |= lt(𝑒1; 𝑒2) ↦→ lt(𝑒′
1
; 𝑒2)

(sos/lt-1)

𝑒1 val 𝜎 |= 𝑒2 ↦→ 𝑒′
2

𝜎 |= lt(𝑒1; 𝑒2) ↦→ lt(𝑒1; 𝑒′2)
(sos/lt-2)

𝜎 |= if (true; 𝑒1; 𝑒2) ↦→ 𝑒1
(sos/if-true)

𝜎 |= if (false; 𝑒1; 𝑒2) ↦→ 𝑒2
(sos/if-false)

𝜎 |= 𝑒0 ↦→ 𝑒′
0

𝜎 |= if (𝑒0; 𝑒1; 𝑒2) ↦→ if (𝑒′
0
; 𝑒1; 𝑒2)

(sos/if)

𝑒1 val
𝜎 |= let(𝑒1; 𝑥 .𝑒2) ↦→ [𝑒1/𝑥]𝑒2

(sos/let)

𝜎 |= 𝑒1 ↦→ 𝑒′
1

𝜎 |= let(𝑒1; 𝑥 .𝑒2) ↦→ let(𝑒′
1
; 𝑥 .𝑒2)

(sos/let1)

Ensuite, on doit expliquer comment réduire des configurations, c’est-à-dire, une commande à

exécuter sur un état. On dit qu’une configuration est finale si sa commande a fini d’exécuter et si la

configuration représente la fin d’une exécution qui réussi.

⟨𝜎, 𝑐⟩ final La configuration ⟨𝜎, 𝑐⟩ est finale

⟨𝜎, skip⟩ final (fin-ski)
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⟨𝜎, 𝑐⟩ ↦→ ⟨𝜎 ′, 𝑐′⟩ La commande 𝑐 se réduit à 𝑐′ en une étape qui transforme l’état 𝜎 à 𝜎 ′

⟨𝜎, set[𝑎] (num[𝑛])⟩ ↦→ ⟨[𝜎 | 𝑎 ↦→ 𝑛] , skip⟩ (sos/aff)

𝜎 |= 𝑒 ↦→ 𝑒′

⟨𝜎, set[𝑎] (𝑒)⟩ ↦→ ⟨𝜎, set[𝑎] (𝑒′)⟩ (sos/aff-1)

⟨𝜎, seq(skip; 𝑐)⟩ ↦→ ⟨𝜎, 𝑐⟩ (sos/seq)

⟨𝜎, 𝑐1⟩ ↦→ ⟨𝜎 ′, 𝑐′
1
⟩

⟨𝜎, seq(𝑐1; 𝑐2)⟩ ↦→ ⟨𝜎 ′, seq(𝑐′
1
; 𝑐2)⟩

(sos/seq-1)

⟨𝜎, cif (true; 𝑐1; 𝑐2)⟩ ↦→ ⟨𝜎, 𝑐1⟩
(sos/cif-true) ⟨𝜎, cif (false; 𝑐1; 𝑐2)⟩ ↦→ ⟨𝜎, 𝑐2⟩

(sos/cif-false)

𝜎 |= 𝑒 ↦→ 𝑒′

⟨𝜎, if (𝑒; 𝑐1; 𝑐2)⟩ ↦→ ⟨𝜎, if (𝑒′; 𝑐1; 𝑐2)⟩
(sos/cif)

⟨𝜎, diverge⟩ ↦→ ⟨𝜎, diverge⟩ (sos/diverge)

⟨𝜎,while(𝑏; 𝑐)⟩ ↦→ ⟨𝜎, cif (𝑏; seq(𝑐; while(𝑏; 𝑐)); skip)⟩ (sos/while)

Définition 1. Deux commandes 𝑐1 et 𝑐2 sont opérationnellement équivalentes, écrit 𝑐1 ≃ 𝑐2, si

pour tout contexte de commande 𝐶 [] et tous états 𝜎 et 𝜎 , ⟨𝜎,𝐶 [𝑐1]⟩ ↦→∗ ⟨𝜎 ′, skip⟩ si et seulement

si ⟨𝜎,𝐶 [𝑐2]⟩ ↦→∗ ⟨𝜎 ′, skip⟩.

A.3 Sémantique dénotationnelle
Soit le sous-ensemble d’états JΣK = { 𝜎 ∈ S | dom(𝜎) = Σ }. Pour chaque contexte Γ, soit son

ensemble d’environnements JΓK =
∏︁

𝑥∈dom(Γ)JΓ(𝑥)K.
La dénotation d’une expression 𝑒 est une fonction partielle

JΣ | Γ ⊢ 𝑒 : 𝜏K : JΣK → JΓK → J𝜏K

définie par induction sur la structure de la dérivation de typage de 𝑒 :

JΣ | Γ ⊢ 𝑥 : 𝜏K𝜎𝑢 = 𝑢 (𝑥)
JΣ | Γ ⊢ get[𝑎] : intK𝜎𝑢 = 𝜎 (𝑎)

JΣ | Γ ⊢ num[𝑛] : intK𝜎𝑢 = 𝑛

JΣ | Γ ⊢ true : boolK𝜎𝑢 = tt

JΣ | Γ ⊢ false : boolK𝜎𝑢 = ff

JΣ | Γ ⊢ plus(𝑒1; 𝑒2) : intK𝜎𝑢 = JΣ | Γ ⊢ 𝑒1 : intK𝜎𝑢 + JΣ | Γ ⊢ 𝑒2 : intK𝜎𝑢
JΣ | Γ ⊢ lt(𝑒1; 𝑒2) : boolK𝜎𝑢 = (JΣ | Γ ⊢ 𝑒1 : intK𝜎𝑢 < JΣ | Γ ⊢ 𝑒2 : intK𝜎)

JΣ | Γ ⊢ if (𝑒1; 𝑒2; 𝑒3) : 𝜏K𝜎𝑢 =

{︄
JΣ | Γ ⊢ 𝑒2 : 𝜏K𝜎𝑢 si JΣ | Γ ⊢ 𝑒1 : boolK𝜎𝑢
JΣ | Γ ⊢ 𝑒3 : 𝜏K𝜎𝑢 sinon

JΣ | Γ ⊢ let(𝑒1; 𝑥 .𝑒2) : 𝜏K𝜎𝑢 = JΣ | Γ, 𝑥 : 𝜏1 ⊢ 𝑒2 : 𝜏𝜎
[︁
𝑢 | 𝑥 ↦→ JΣ | Γ ⊢ 𝑒1 : 𝜏1K𝜎𝑢

]︁
K

La dénotation d’une commande Σ ⊢ 𝑐 comm est une fonction partielle

JΣ ⊢ 𝑐 commK : JΣK ⇀ JΣK
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définie par induction sur la dérivation de Σ ⊢ 𝑐 comm :

JΣ ⊢ skip commK𝜎 = 𝜎

JΣ ⊢ set[𝑎] (𝑒) commK𝜎 =
[︁
𝜎 | 𝑎 ↦→ JΣ | · ⊢ 𝑒 : intK𝜎∅

]︁
JΣ ⊢ seq(𝑐1; 𝑐2) commK𝜎 = JΣ ⊢ 𝑐2 commK(JΣ ⊢ 𝑐1 commK𝜎)

JΣ ⊢ cif (𝑒; 𝑐1; 𝑐2) commK𝜎 =

{︄
JΣ ⊢ 𝑐1 commK𝜎 si J[⊢ Σ comm]·𝑒boolK𝜎∅ = tt
JΣ ⊢ 𝑐2 commK𝜎 si J[⊢ Σ comm]·𝑒boolK𝜎∅ = ff

JΣ ⊢ diverge commK𝜎 = non défini

La fonction partielle JΣ ⊢ while(𝑒; 𝑐) commK est donnée par le graphe :

graphe(JΣ ⊢ while(𝑒; 𝑐) commK) =
⋃︂
𝑖∈N

graphe(𝛽𝑖 )

où les 𝛽𝑖 : JΣK ⇀ JΣK sont définis par induction sur 𝑖 ∈ N :

𝛽0 (𝜎) = non défini

𝛽𝑖+1 (𝜎) =
{︄
JΣ ⊢ 𝑐 commK(𝛽𝑖 (𝜎)) si JΣ | · ⊢ 𝑒 : boolK𝜎∅ = tt
𝜎 si JΣ | · ⊢ 𝑒 : boolK𝜎∅ = ff

Définition 2. Deux commandes Σ ⊢ 𝑐1 comm et Σ ⊢ 𝑐2 comm sont dénotationnellement équiva-
lentes, écrit 𝑐1 ≡ 𝑐2, si JΣ ⊢ 𝑐1 commK = JΣ ⊢ 𝑐2 commK.

A.4 Sémantique axiomatique
On élargit notre syntaxe d’expressions pour permettre diverses opérations arithmétiques dans

nos spécifications de programmes :
2

𝑒 F 𝑒1 + 𝑒2 | 𝑒1 − 𝑒2 | 𝑒1 × 𝑒2 | 𝑒𝑒2
1

| · · ·
On fixe un langage de formules logiques 𝑃,𝑄, 𝑅 du premier ordre :

𝑃,𝑄, 𝑅 F (𝑒 = 𝑒′) | (𝑒 < 𝑒′) | true | false | ¬𝑃 | 𝑃 ⊃ 𝑄 | 𝑃 ∨𝑄 | 𝑃 ∧𝑄 | · · ·
On suppose que les expressions 𝑒 qui apparaissent dans les formules sont closes : elles n’ont pas de

variables libres, mais peuvent contenir des noms d’affectables.

On suppose qu’on a un système de logique du premier ordre, où on écrit Σ ⊢ 𝑃 pour dire que 𝑃

est prouvable dans ce système, et on suppose que ce système peut démontrer diverses propriétés

mathématiques. Par exemple, Σ ⊢ (𝑎 > 5) ⊃ (𝑎 > 0) et Σ ⊢ (𝑎 + 𝑏 = 5) ⊃ (𝑎 = 5 − 𝑏).
Les formules logiques ont la sémantique dénotationnelle JΣ ⊢ 𝑃K : JΣK → B évidente. On dit

qu’un état 𝜎 ∈ JΣK satisfait 𝑃 si JΣ ⊢ 𝑃K𝜎 = tt. Par exemple, l’état [𝑎 ↦→ 5, 𝑏 ↦→ 3] satisfait 𝑎 > 0,

𝑎 × 𝑏 = 15 et (2 × 𝑎) > (9 − 𝑎), mais ne satisfait pas 𝑏 > 𝑎, 𝑎 − 5 > 2 × 𝑎, ou 𝑎 = 3 ∨ 𝑏 = 5.

On écrit [𝑎 := 𝑒]𝑒′ et [𝑎 := 𝑒]𝑃 pour le remplacement de toutes occurences de get[𝑎] par
l’expression 𝑒 dans 𝑒′ et 𝑃 , respectivement. Cette opération est définie par induction sur la syntaxe

de 𝑒′ ou de 𝑃 de la manière évidente, par exemple :

[𝑎 := 𝑒] (get[𝑏]) =
{︄
𝑒 si 𝑎 = 𝑏

get[𝑏] sinon

[𝑎 := 𝑒]true = true

[𝑎 := 𝑒] (𝑒1 > 𝑒2) = ( [𝑎 := 𝑒]𝑒1) > ( [𝑎 := 𝑒]𝑒2) [𝑎 := 𝑒] (𝑃 ∧𝑄) = ( [𝑎 := 𝑒]𝑃) ∧ ([𝑎 := 𝑒]𝑄)
La sémantique axiomatique est donnée par un jugement {𝑃} 𝑐 {𝑄} qu’on appelle un triple de

Hoare. Ce jugement syntaxique veut dire que si l’exécution de 𝑐 à partir d’un état qui satisfait 𝑃

2. En principe, la grammaire est donnée en syntaxe abstraite, mais on utilise la syntaxe concrète pour la lisibilité.
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termine, l’état qui en résulte satisfera 𝑄 . Un triple de Hoare Σ ⊩ {𝑃} 𝑐 {𝑄} est vrai si pour tous
états 𝜎, 𝜎 ′ ∈ JΣK, si JΣ ⊢ 𝑃K𝜎 = tt et JΣ ⊢ 𝑐 commK𝜎 = 𝜎 ′

, alors JΣ ⊢ 𝑄K𝜎 ′ = tt. Il est faux s’il existe
deux états 𝜎, 𝜎 ′ ∈ JΣK tels que JΣ ⊢ 𝑃K𝜎 = tt et JΣ ⊢ 𝑐 commK𝜎 = 𝜎 ′

, mais JΣ ⊢ 𝑄K𝜎 ′ ≠ tt.
Le jugement Σ ⊩ {𝑃} 𝑐 {𝑄}, défini par induction par les règles suivantes, dit qu’un triple de

Hoare {𝑃} 𝑐 {𝑄} est démontrable. Ces règles nous donne un système formel pour démontrer de

façon syntaxique diverses propriétés des programmes.

Σ ⊩ {𝑃} 𝑐 {𝑄} Le triple de Hoare {𝑃} 𝑐 {𝑄} est démontrable

Σ ⊩ {𝑃} skip {𝑃} (H-skip)

Σ ⊩ {[𝑎 := 𝑒]𝑃} set[𝑎] (𝑒) {𝑃} (H-aff)

Σ ⊩ {𝑃} 𝑐1 {𝑄} Σ ⊩ {𝑄} 𝑐2 {𝑅}
Σ ⊩ {𝑃} seq(𝑐1; 𝑐2) {𝑅}

(H-seq)

Σ ⊩ {𝑃 ∧ 𝑒} 𝑐1 {𝑄} Σ ⊩ {𝑃 ∧ ¬𝑒} 𝑐2 {𝑄}
Σ ⊩ {𝑃} cif (𝑒 ; 𝑐1; 𝑐2) {𝑄} (H-if)

Σ ⊩ {true} diverge {false} (H-diverge)

Σ ⊩ {𝑃 ∧ 𝑒} 𝑐 {𝑃}
Σ ⊩ {𝑃} while(𝑒 ; 𝑐) {𝑃 ∧ ¬𝑒} (H-while)

⊢ 𝑃 ⊃ 𝑃 ′ Σ ⊩ {𝑃 ′} 𝑐 {𝑄}
Σ ⊩ {𝑃} 𝑐 {𝑄} (H-str)

Σ ⊩ {𝑃} 𝑐 {𝑄 ′} ⊢ 𝑄 ′ ⊃ 𝑄

Σ ⊩ {𝑃} 𝑐 {𝑄} (H-wea)

Σ ⊩ {𝑃} 𝑐 {𝑄1} Σ ⊩ {𝑃} 𝑐 {𝑄2}
Σ ⊩ {𝑃} 𝑐 {𝑄1 ∧𝑄2}

(H-and)

Σ ⊩ {𝑃1} 𝑐 {𝑄} Σ ⊩ {𝑃2} 𝑐 {𝑄}
Σ ⊩ {𝑃1 ∨ 𝑃2} 𝑐 {𝑄} (H-or)

Il se pourrait que nos règles soient erronées. La correction (soundness) est une propriété d’une
logique par rapport à sa sémantique qui dit que tout ce qui est démontrable en utilisant les règles

de la logique est vrai dans la sémantique. La logique de Hoare est correcte, c’est-à-dire, les règles

nous permettent seulement de démontrer des choses qui sont vrais dans la sémantique :

Théorème 3 (Correction). Si Σ ⊩ {𝑃} 𝑐 {𝑄}, alors Σ ⊩ {𝑃} 𝑐 {𝑄} est vrai.

Corollaire 4. Si Σ ⊩ {𝑃} 𝑐 {𝑄} est faux, alors il n’y a pas de dérivation de Σ ⊩ {𝑃} 𝑐 {𝑄}.

Définition 5. La sémantique axiomatique induit une notion d’équivalence. Deux commandes 𝑐1 et

𝑐2 sont démontrablement équivalentes, 𝑐1 ⇔ 𝑐2, si pour tout 𝑃 et 𝑄 , Σ ⊩ {𝑃} 𝑐1 {𝑄} si et seulement

si Σ ⊩ {𝑃} 𝑐2 {𝑄}.
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