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1 a-équivalence et substitution
PROBLEME 1. Soit la grammaire abstraite suivante
M,N,L = x| k() | r(M; N) | s(x.M; x,y.N)
Soulignez les variables liées et encerclez les variables libres des arbres suivants :
— r(x;y)
— s(z.x; w,y.r(x; y))
— r(z; s(x.x; hyy.s(z.h; y,x.r(h; x))))
Calculez :
— [kO/x](r(x;9))
— [r(x;y)/x](s(z.x; w,y.r(x; y)))
— [s(x.x; z, hor(z; h))/x](r(z; s(x.x; hy.s(z.h; y,x.r(h; x))))
PROBLEME 2 (COMMUTATIVITE). Soit la grammaire abstraite suivante :
M,N,L :== x| f(M; N) | g(x.M)
Démontrez que si x # y et si x n’est pas libre dans L, alors pour tout M, N et L
[L/y](IN/x]M) = [[L/yIN/x]([L/y]M).

L’hypothése « x n’est pas libre dans L » est-elle vraiment requise ?

2 Opérateur de somme

L’APL (A Programming Language, 1966) est doté d’un opérateur de somme. Pour pratiquer les
concepts vus en classe, vous étes invités a ajouter un opérateur de somme au langage d’expressions
de I'annexe A :

e = e e
e
| sum(e;; ez; x.e3) e, €3

PROBLEME 3. Donnez la ou les régles de typage pour ce nouvel opérateur, ainsi qu’une sémantique

a petites étapes ou les variables représentent des valeurs closes. N'oubliez pas que si k > n, alors

2 f(x) =0.

PROBLEME 4. Enoncez et démontrez les propriétés de siireté communément appelées « le progreés » et
« la préservation » pour le langage d’expressions de ’annexe A avec 'opérateur de somme.

Il se peut que vous ayez besoin de propriétés auxiliaires, telles que la propriété de substitution ou
des formes canoniques. Si vous utilisez ces propriétés, donnez leurs énoncés. (Vous étes encouragés a
essayer de les démontrer.)



A Expressions
A.1 Grammaire

Ou n € N, les arbres e de syntaxe abstraite avec liage pour notre langage d’expressions et les
types 7 sont donnés par les grammaires (abstraites et concreétes) suivantes :

en=x x
| numin] n
| true true
| false false
| plus(es; ez) erte
| It(er; ez) er < e
| if(er; eo; e3) if e; then e, else e;
| let(x; ej.ep) letx =e;ine,
T = int int
| bool bool

A.2 Typage

L’expression e a le type 7 en supposant T’

(x:7)€eT

T'rx:7 (T-vaR)

(T
'+ num[n] : int (Twum)

(T-TRUE) (T-FALSE)

T F true : bool T + false : bool

IT'Fey:int TFrey:int
T+ plus(es; ez) :int

T'ker:int TFrep:int
T+ It(es; es) : bool

(T-PLUS) (T-L1)

Tre :bool Trey:7 Tres:t
Trif(e;; ez; €3): 7

IT'tei:m x:mgber:

L (T-LET)

(T-1F)

T+ let(er; x.e2) : 12

A.3 Sémantique opérationnelle : petites étapes

eval| e estune valeur

(VAL-NUM) (VAL-TRUE) (VAL-FALSE)

num|n] val true val false val
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e; > ey | e seréduit a e; en une étape

plus(num[m]; num[n]) — num[m + n]

(sos-pPLUS)

e1 > e erval e3> e

(sos-pLUs-1) (sos-pPLUS-2)

plus(e; ez) = plus(e]; es) plus(er; ez) = plus(es; e;)

m<n -(m < n)

lt(num[m]; num[n]) o true (SOS-LT-TRUE) t(num[m]; num[n]) & false (SOS-LT-FALSE)

’

ej e erval e3> e

1
(sos-LT-1) (sos-LT-2)
[t(er; e2) P It(e]; e2) [t(es; ez) > It(es; €))
- (SOS-IF-TRUE) - (SOS-IF-FALSE)
if(true; eg; ez) > e if (false; eq; e3) > ey
“ (s0s-15)
- - SOS-IF
if (eo; e1; €2) = |f(e(’); e1; e3)
e; val e e
! (SOS-LET) ! (sos-LET1)

let(er; x.ex) — [e1/x]e; let(er; x.ez) = let(er; x.ez)
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