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Soit les expressions binaires simples générées par la grammaire (de syntaxe concréte) suivante :
bz=0 |11 0b1| b0 (1)
Ces expressions représentent les nombres naturels en binaire. Par exemple, on peut encoder :
— le nombre 3 comme 11
— le nombre 4 comme 100
— le nombre 6 comme 110
On pourrait lui donner la syntaxe abstraite suivante :
bu=0 | 1 | IshiftPlus1(b) | Ishift(b)
Cependant, pour faciliter la lecture, nous utiliserons la syntaxe concréte ci-dessous.
PROBLEME 1. Donnez une sémantique dénotationnelle [[-] qui interpréte les expressions binaires

simples en tant que nombres naturels. Vous pouvez utiliser au choix la syntaxe concréte ou abstraite.
Elle devrait satisfaire, par exemple, les identités [11] = 3 et [100] = 6.

PROBLEME 2. Supposons qu’on ajoute un opérateur succ(b) au langage, qui permet de calculer le
successeur de b (la valeur qui correspond a «b +1») :
bx==0 1] 1] b1 | b0 | succ(b)
Donnez une sémantique opérationnelle a petite étapes qui permet de réduire toute expression d une

valeur (c’est-a-dire, qui élimine les successeurs) :

(1) Définissez un jugement qui spécifie quelles expressions sont des valeurs. Les valeurs de notre
langage d’expression binaires sont les expressions binaires simples générées par la grammaire

(1).
(2) Définissez ensuite les réductions nécessaires.

Ajoutez une interprétation [succ(b)] a votre sémantique dénotationnelle de la question précédente.
Elle devrait satisfaire, par exemple, I'identité [succ(11)] = 4.

PROBLEME 3 (PETIT DEFI). Supposons au lieu qu’on ajoute un opérateur plus(by; by) au langage,
qui représente la somme de by et b :
buz=0 | 11| b1 | b0 | plus(by; by)
Définissez une sémantique opérationnelle a grosses étapes qui permet de réduire toute expression d une

expression binaire simple (c’est-a-dire, qui permet d’éliminer opérateur plus). Ajoutez ensuite une
interprétation [plus(by; by)] @ votre sémantique dénotationnelle.



A Expressions
A.1 Grammaire

Ou n € N, les arbres de syntaxe abstraite pour notre langage d’expressions sont donnés par la
grammaire suivante :

false

It(er; ez)

if(er; e2; e3)

|
|
| plus(es; e2)
|
|

Soit [Exp] 'ensemble des arbres de syntaxe abstraite générés par la grammaire ci-dessus.

A.2 Sémantique opérationnelle : petites étapes

eval| e estune valeur

(sos-NUM) true val (SOS-TRUE)

—_ SOS-FALSE
num{n] val true va ( )

false val

e; > ey | e seréduit a e; en une étape

SOS-PLUS
plus(num[m]; num(n]) — num[m + n] ( )
el e e;val e3¢

-pLUS-1
plus(es; ez) — plus(e]; e;) (sos-prus-1) plus(ey; ez) > plus(es; ej)

(sos-pPLUS-2)

m<n —-(m < n)

[t(num[m]; num|[n]) > true

(SOS-LT-TRUE) (SOS-LT-FALSE)

[t(hum[m]; num[n]) > false

e; e e;val ey e

(sos-r1-1)

(sos-LT-2)

[t(er; e2) > It(es e2) It(er; e2) > It(es; e€))

(SOS-IF-TRUE)

(SOS-IF-FALSE)

if(true; eg; ez) > e if (false; eq; e3) — ey

’
e > e

if (eo; e1; €2) > if(ep; eq; ez) (sos-1F)
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A.3 Sémantique opérationnelle : grosses étapes

elov| eévalueao

(EV-TRUE) (EV-FALSE)

(EV-NUM) false || false

num[n] || num[n] true |} true

er J num[m] ey | hum]n]

plus(ey; e;) || num[m + n] (EV-PLUS)

e; l num[m] e | num[n] m<n
[t(eq; er) | true

(EV-LT-TRUE)

er |l num[m] e | num[n] —-(m<n)

EV-LT-FALSE
It(es; ey) || false ( )

e; Jtrue e o

if(e; ez; e3) v

e | false ey o

EV-IF-FALSE
if(eg; e; e3) Yo ( )

(EV-IF-TRUE)
A.4 Sémantique dénotationnelle

La sémantique du langage est donnée par une fonction partielle [-] : [Exp] — (N U B), ou
B={T,F}.Onécritx ~ysi:

(1) x ety sont tous les deux définis et égaux; ou
(2) ni x, ni y sont définis

Par exemple, si n € N, alors [e]] = n signifie que [e] est définie et a la valeur n.
La fonction [-] est définie par induction sur la structure des expressions :

[num[n]] =n
[true] =T
[false] =F
[plus(er; e2)] = [e1] + [e2] s’il existe m,n € Nt.q. [e;] ~ met [ex] ~n
s'ilexiste m,n e Nt.q. [e;] xmet[e;] xnetm<n

silexiste mn e Nt.q. [e;] *met[ex] xnetm>n

[It(er; )] = {lf

[e2] si[ei] =~ T et [e;] est définie

[if(e1; eo; e3)] = {[[63]] si [e;] = T et [es] est définie

La dénotation n’est pas définie dans les autres cas.
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